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Programme

Le contenu de ce programme se trouve essentiellement dans le programme de la spécialité "Mathématiques"
de premiére générale ainsi que dans le programme de 'option "Mathématiques complémentaires" de terminale
générale.

Les premiers thémes (notés "01" et "02") se feront uniquement sur WIMS.

Les 8 thémes suivants se feront en séances de Cours-TD et en séances WIMS.

01/ lers éléments de logique, un peu de vocabulaire de la théorie des ensembles et comment
prouver un énoncé
- Fabriquer un énoncé, nier un énoncé
- Théorie des ensembles, symboles, quantificateurs
- Applications, image directe, image réciproque
- Démonstrations directe, par contraposition, par I’absurde

02/ Rappels sur différents types d’unités de mesures et leurs conversions
- Unités de longueur, de masse, de capacité, d’aire et de volume
- Conversions

1/ Calculs, fractions, inégalités, valeur absolue, minorants, majorants.
-N,Z,Qet R
- L’ensemble R des nombres réels
Reégles de calcul sur les inégalités. La valeur absolue. Majorants et minorants.
- Facultatif : Intervalles.

2/ Somme et produit finis, factorielle. Somme arithmétique ou géométrique. Introduction aux
statistiques descriptives
- Symboles >, [] et factorielle
- Raisonnement par récurrence
- Suites arithmétiques et géométriques
- Introduction aux statistiques descriptives
La moyenne empirique. La variance et ’écart type empiriques

3/ Trigonomeétrie, Identités remarquables et équations du second degré
- Cosinus et sinus d’un angle. Fonctions cos et sin
- Identités remarquables, développement et factorisation
- Equations de second degré
Forme canonique d’un polynome de degré 2. Equations de degré 1 ou 2
- Facultatif : Inéquations de degré 1 ou 2

4/ Droites du plan
- Définition
- Equations d’une droite
- Intersections de droites
- Facultatif : Zones du plan délimitées par des droites
- Facultatif : Plans et droites de 'espace

5/ Limites de fonctions. Fonctions puissances, exponentielle et logarithme
- Limites de fonctions
Les différents types de limites. Opérations sur les limites. Comment lever une indétermination
- Etude et graphe de fonctions usuelles



Fonctions Puissances. Fonction Exponentielle. Fonction Logarithme Népérien

6/ Propriétés des fonctions et de leur représentation graphique
- Ensemble de définition et courbe représentative
- Fonctions continues, fonctions dérivables
Continuité. Dérivabilité, calcul de la dérivée, tangente. Signe de la dérivée et sens de variation de la fonction.
Dérivée et extremum
- Facultatif : Fonctions paires, fonctions impaires, fonctions périodiques

7/ Etude de fonctions et représentation graphique de fonctions
- Convexité et point d’inflexion
- Exemple d’etude détaillée de fonctions

8/ Calcul intégral
- Intégrale d’une fonction continue et positive
- Notion de primitives
- Calculs de primitives
- Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque
- Propriétés des intégrales pour des fonctions continues de signe quelconque
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Théme 02 : Rappels sur différents types d’unités de mesures et leurs

conversions

- Unités de longueur : L’unité légale est le métre (symbole : m)

Multiples de l'unité UNITE Sous-multiples de 'unité
kilomeétre hectomeétre décametre meétre décimetre centimetre millimeéetre
km hm dam m dm cm mm
1km=1000m 1hm=100m 1dam=10m 1m 1dm=0,1m 1cm=0,01m 1 mm = 0,001 m
- Unités de masse : L’unité est le gramme (symbole : g)
On utilise aussi le kilogramme (kg)
Multiples de l'unité UNITE Sous-multiples de 'unité
kilogramme hectogramme |décagramme gramme décigramme centigramme milligramme
kg hg dag g dg cg mg
1kg=1000g 1 hg =100g 1 dag = 10g 1g 1dg=0,1¢g 1cg=0,01g 1 mg=0,001¢g
Remargues : Les multiples du kilogramme sont le quintal (q) et la tonne (t). 1q=100kg et
1t=1000kg. La dizaine de kilogramme n'a pas nom particulier.
- Unités de capacité (de contenance) : l'unité légale est le litre (symbole : L) (attention L majuscule)
Multiples de l'unité UNITE Sous-multiples de 'unité
kilolitre hectolitre décalitre litre décilitre centilitre millilitre
kL hL daL L dL cL mL
1 kL = 1 000 1hL=100L 1daL=10L 1L 1dL=0,1 1cL=0,01 1 mL = 0,001
L L L L
Exercice 0.1. Faites les conversions suivantes
T 29cL = L
m = m
T - 3,5kg = q 7,020 = mL
. 10, 38t = kg 18hL = dL
12hm = dm
5 63dam = oy 6,49 = cg 39, 1cL = dalL
’12 124kg = t 7,45cL = mL
cm = m
24,5mg = g 0,568hL = cL
0, 74dm = mm
AR = J 157¢ = t 0,002L = mL
’ 78, 6¢cL = L




- Unités d’aires : 'unité légale est le métre carré (symbole : m2).
1 métre carré est [’aire d’un carré de 1 métre de coté.

Noms des unités Symboles Valeurs
Le kilométre carré km? 1 km2 = 1 000 000 m? = 100 hm?
Multiples de - -
l L’hectomeétre carré hm? 1 hm?2 =10 000 m?2 = 100 dam?
‘unité
Le décameétre carré dam? 1 dam? = 100 m?
UNITE Le métre carré m? 1 m?2
Le décimétre carré dm? 1 dm? = 0,01 m2
SOUS-nil'Uulrt]li[glées de Le centimétre carré cm? 1cm? =0,000 1 m? = 0,01 dm?
Le millimétre carré mm? 1 mm?2 = 0,000 001 m2 = 0,01 cm?
Multiples de lunité UNITE Sous-multiples de lunité
kilometre hectomeétre décametre meétre décimetre centimétre millimétre
carré carré carré carré carré carré carré
km? hm? dam? m? dm? cm? mm?
ha a ca
- Unités de volume : ['unité légale est le métre cube (symbole : m3)
Le metre cube représente un cube de un metre d’aréte.
Noms des unités Symboles Valeurs
. Le kilomeétre cube km3 1 000 hm3
Multiples de - -
lunité L’hectomeétre cube hm?3 1 000 dam?
Le décamétre cube dam3 1 000 m3
UNITE Le métre cube m3 1m3
Sous-multiples Le décimétre cube dm? 0,001 m3
us-multi — 3 3
de Uuniteé Le centlm‘etre cube cm 0,001 dm
Le millimetre cube mm?3 0,001 cm?3
Multiples de lunité UNITE Sous-multiples de Uunité
Kilometre hectometre Décametre meétre cube Décimetre Centimetre Millimetre
cube cube cube cube cube cube
km?3 hm3 dam?3 m3 dm? cm3 mm?3
Correspondance entre volume_et contenance
On peut verser un litre d’eau dans un cube dont le volume est de 1 dm3.
1 dm3 correspond a un litre et 1 cm?3 correspond a un millilitre.
Exercice 0.2. Faites les conversions suivantes
2,15m? = dm? 8,4m3 = cm?
2,156m? = cm? 789mm?> = cm?
46,5m? = dam? 89600cm? = m?
976, 5dm? = dam? 5dm? = m>
4, 7Thm? = cm? 35, 8dm? = mL
4,7Thm? = km? 35, 8dm? = L
50m3 = L
5, 78hm? = m? 37500cm? = L
5,78hm3 = km? 25000mm? = cL
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1 Théme 1 : Calculs, fractions, inégalités, valeur absolue, minorants,
majorants

1.1 N,Z,QetR

On note N ’ensemble des entiers naturels (c’est & dire les nombres positifs sans chiffre aprés la virgule) :
0,1,2,3,...
On note Z ’ensemble des entiers relatifs, c’est-d-dire des entiers positifs ou négatifs. Cet ensemble contient
N mais aussi les nombres —1,—2, —3,....
On note Q '’ensemble des rationnels, c’est-a-dire I’ensemble des fractions g, ou p est un entier relatif et ¢ est

un entier relatif non-nul.

Q:{z:peZethZ*}.

Q contient Z. Un nombre rationnel admet une écriture fractionnaire canonique (unique) appelée la forme irré-
ductible qui est obtenue lorsque le PGCD des numérateur et dénominateur est 1 (cad qu’ils sont premiers entre
eux) et que 'on décide (par exemple) de choisir le dénominateur dans N*.

On note R I’ensemble des réels, c’est-a-dire I’ensemble des nombres de partie décimale quelconque. Cet en-
semble contient I’ensemble Q mais certains nombres, comme v/2, sont des réels mais n’appartiennent pas a Q.
Un tel nombre, qui appartient & R mais pas & Q, est dit irrationnel.

Exercice 1.1. Calculer et simplifier "au maximum" ces expressions :

1 1 10 7 1+Jc+ 5 14+ 1

x
37 x71+x+2’ xz 2z’ 2—x 2—2x’ 27:C+17£C-

N8

Exercice 1.2. Simplifier les expressions suivantes :

22y — xy? 222 ) 8 1 a +2a—|—1
10z — 5y ’ x—3 x3— 322’ a a*-1 a3—a

1.2 L’ensemble R des nombres réels

1.2.1 Reégles de calcul sur les inégalités

Va,b,c,d € R,sia<betc<d alorsa+c<b+d,
Va,b € R et Vk > 0, si a < b, alors ka < kb,

Va,b € R et Vk <0, si a < b, alors ka > kb,

Va,b,c,d € R, si0<a<bet0<c<d,alors 0<ac<bd,
Va,b,c,d € R;sia<b<0etc<d<0,alors 0<bd < ac.

Va,b € R, si 0 <a<balors L > 1 (la fonction inverse est strictement décroissante sur ]0, +00]).

A T o

Ya,b € R, si 0 < a < b alors v/a < v/b (la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0, +-00]).

Exercice 1.3. Dans chacun des cas suivants, déterminer sans calculatrice lequel des deux nombres proposés
est le plus grand.

1. 2 et 3. 3. V2 et V3. 6. V2 et 3 8. 2+4\/§ ot 3.
4. V3et 2.
2. Set 2 5. 2+3 et 4. 7. V5et I 9 2+3\/g ot 1+2\/§_



Exercice 1.4. Encadrer :

1. 2”;‘:13 pour z € [0, 2]. 3. ﬁ pour z € [—1,5] 5. 322 — 2z +4 pour = €] — 2, 5[

2. V2z + 1 pour z € [1,2] 4. (z+2)(x—10) pour z € [3, 5] 6. —L5 pour z €] — 3,3
Exercice 1.5. Encadrer :

1. = pour z € [0, 2] 3. 22 — 8z — 20 pour z € [3,5)].

2. 22 pour x € 3, 5] 4. (5z + 3)? pour x € [0, 2] puis pour z € [—1,1]

1.2.2 La valeur absolue

Sur R, on appelle valeur absolue 'application définie sur R par

lz| = = siz >0
|lz| = —x siz<0’

Ainsi, si a et b sont deux nombres réels, |a — b| représente la distance entre a et b sur 'axe réel.

1.2.3 Majorants et minorants

Définition 1.1. Soit E un sous ensemble de R. On dira que E est majoré (respectivement minoré) s’il existe
M € R (resp. m € R) tel que pour tout x € E on ait © < M (resp. x > m).

Un élément M vérifiant la propriété ci dessus s’appelle un majorant de E (resp. m s’appelle un minorant de E).
Un ensemble qui est a la fois majoré et minoré est dit borné.

Exemple 1.1. L’intervalle A =] — 0o, 1 est majoré, mais il n’est pas minoré. Les nombres 5, w, 2, 1 sont des
magjorants de A. Il en existe une infinité d’autres. L’ensemble A ne posséde aucun minorant.

B =7 C R n’admet ni minorant, ni majorant.

C =N C R n’admet aucun majorant et admet une infinité de minorants.

Définition 1.2. Soit E un sous ensemble de R. On dira que E posséde un maximum s’il existe M € E tel que
pour tout x € E, on a x < M. On dira que E posséde un minimum s’il existe m € E tel que pour tout x € F,
onazx>m.

ATTENTION : La différence fondamentale entre cette définition et la précédente porte sur le fait que le
majorant M appartient ou pas a l’ensemble E. Par exemple, ’ensemble A = [0, 1] posséde un maximum et un
minimum : max(A) = 1 et min(A) = 0. Par contre, I'ensemble B = [0,1] n’a pas de maximum (bien qu’il soit
borné).

Exercice 1.6. (i) Dessiner les ensembles A, B et C' suivants
A={reR,|z| <2}, B={zeRjz—-1<V2} et C={zecR |z—2 >-2}.
(ii) Dans la liste suivante, quels sont les majorants (resp. minorants) de A, B et C'?
-5, -2,0, 1,5, 7, 10
(iii) Dessiner ’ensemble D = A N B. Dans la liste suivante, quels sont les majorants (resp. minorants) de D ?

-5, =2, 0,1,5,7, 10



1.3 Notions et exercices supplémentaires

Exercice 1.7. Mettre sous forme irréductible les fractions suivantes (sans calculatrice!).

4 3 5 20 30 75 3600 3150
2’ 6’ 15’ 36’ 28’ 315’ 144 ° 3780°
Exercice 1.8. Calculer et écrire sous forme irréductible :
11 11 11 11 2 3 3
a9 - 7+7a 7+77 B ) 5
2 3 7 5 3 12 4 6 g % %

Exercice 1.9. Soit z,y tels que —4 < x < —2 et 8 < y < 10. Donnez un encadrement de x —y, zy et de —vz2.

Exercice 1.10. Vrai ou faux?

1. Pour que 22 > 10000, il suffit que = > 100.
Pour que 22 > 10000, il faut que z > 100.
Pour que z > 100, il suffit que 22 > 10000.
Pour que z > 100, il faut que % > 10000.
Pour que % > 100, il suffit que 2 < 1072.
Pour que 522 + 1;0 > 100, il suffit que =z < —5.
Pour que 522 + % > 100, il faut que x < —5.

Soient a et b deux réels. Pour que a + b < 1, il faut que a < % et b < %

© *® NS otk W

L’ensemble des réels z tels que 1 < 1 est I'intervalle ]1, +o0c].

._,
e

Pour tout entier naturel n, I'ensemble des solutions de l'inéquation /z > 10" est I'intervalle ]10%", 4+-o0.
Exercice 1.11. Résoudre les inéquations suivantes :

1|z —2/<3 3. |z -1 < V2

2. 13— <4 4. |z =5 |+]z+11]<8

Exercice 1.12. Dans chacun des cas suivants, dites si I’ensemble considéré est majoré, minoré. Déterminez si
I’ensemble posséde un maximum, un minimum.

Ey =]0,1], By =N, E3 = [0,400[, By = {x € Q, 2* < 2}.

r+y+|r—yl
2

r+y—|r—yl

5 . En déduire une

Exercice 1.13. Montrer que max(z,y) = et que min(z,y) =

formule analogue pour max(zx,y, z).

Intervalles

Définition 1.3. On appelle intervalle fermé de R tout sous-ensemble de R de l’'une des formes suivantes.
[a;0) ={xeR:a<x<b}, [a;4+c[={zr€R:a<z}, | —ocja]l={z€eR:x<a}, Roul,

ot a < b sont des nombres réels. On appelle intervalle ouvert de R tout sous-ensemble de R de l'une des formes
suivantes.

Ja;bl={z eR:a <z <b}, Ja;+oo[={x eR:a<z}, | —oo;al={z €R: 2z <a}, Roul,

ot a < b sont des nombres réels. Enfin, on appelle intervalle de R un sous-ensemble de R qui est un intervalle
ouvert, un intervalle fermé ou un ensemble de l'une des formes suivantes

[a;b={r eR:a <z <b}, Ja,b) ={z €eR:a <z <b},
ot a < b sont des nombres réels.

Exercice 1.14. Ecrire sous forme d’intervalle (ou de réunion d’intervalles) les sous ensembles de R suivants :



1. A={z€R, -1<z <2} 4. D={z€eR, 22 <4}
2. B={zeR,2<z<5et6<x<T7}
3. C=]=5,7N218 5. E={zcR, 22> 9}



UCA — MatHSs 0 - L1 2022-2023

2 Théme 2 : Somme, produit fini, factorielle. Suites arithmétiques et
géométriques. Introduction aux statistiques descriptives

2.1 Symboles ), [] et factorielle

Notons ng < n; des entiers relatifs et x,,, Tny+1,- .-, Tn, des nombres réels. On note

ni

in:xno+xn0+1+"‘+x”1’

i:no

3
Par exemple, Y i% = 0% + 1% + 2% 4 32,
i=0
Noter que le i qui apparait dans la formule ci-dessus est une variable muette : on aurait pu la remplacer par
n’importe quelle autre lettre. Par exemple

3 3
Zk2:02+12+22+3222i2.
k=0 1=0

-1
Par convention, une somme vide est égale & 0. Par exemple Z k = 0, puisqu’il n’y a pas d’indice k plus grand

k=0
que 0 et plus petit que —1.
Exercice 2.1. (i) Calculer les sommes suivantes :
4 3 10 n 3 3
Sy=>i,  Sh=>k  Sa=Y1, Si=» 3 S5=» (i+2), Se=» (i+1)
i=1 k=1 k=1 i=1 i=—2 i=0

(ii) Ecrire les additions suivantes en utilisant le symbole Y (sans les calculer) :

_ _ 1,1 .1 1 1,1
S=100+101 +102+...+199+200, T =55+ +55+ 3+ -+ +5
R=2+446+8+...4+38+40, U=3+9+15+21+...+39+45

(iii) Voici une table de données statistiques :

| 1] 2 (3|4 5 [6]7]18]9]10
z; |1 | -1|5|2|-2|5]2|1|3]| 4

Calculer :
10 10 5
T1 = xi, TQ = 124, T3 = E 23’,‘%.
i=1 i=1 i=1
Soient ng < n des entiers relatifs et wy,, Ung+1, - - -, Un des nombres réels. Les sommes de la forme
n
E (Upy1 — ug)
k):’n(]

sont dites télescopiques. En effet, si I’on écrit cette somme en extension, tous les termes se simplifient sauf w41
et Up,-

10



Par exemple,

Y (Vitl-Vi

=2

(VB=V2) + (VA= V3) + (V5 = VA + (V6 — V5) + (VT = V6) + (VB = VT)
—V2+ (V3= V3) + (VA+ V1) + (VB = V5) + (V6 — V6) + (VT = VT) + V8.

7
Finalement Z(\/i +1-Vi)=vV8—-V2.
=2

Exercice 2.2. Calculer les sommes téléscopiques A et B suivantes :

20 1 1 99
A:;(M_k>’ Bzg[(kﬂ)?’—kff].

La notation [] est I’équivalent de la notation ) pour les produits. Notons ng < n; des entiers relatifs et
Zngs Tng+1, - - - » T, des nombres réels. On note

ny
H Tj = Tnyg X Tpg4+1 X ... X Tp,.
i:no
3
Par exemple, H i? =12 x 22 x 32. Par convention, un produit vide est égal a 1.
i=1

Enfin, pour un entier n, on appelle factorielle n et on note n! le nombre

Par exemple, on a 3! =1 x 2 x 3 = 6. D’aprés la convention sur le produit vide, on a 0! = 1.

Exercice 2.3. Calculer les produits suivants :

A=

3
1=

! 4! k+2 1
(21), B =4, C =5, D:i E == F = i, GH(IJF)'
1 ’ ’ k=1 k=1

2.2 Raisonnement par récurrence

Notons P(n) une propriété qui dépend d’un entier naturel n. Fixons un entier naturel ng.

Nous souhaitons montrer que la propriété P(n) est vraie pour tout entier n > ng. Pour cela le principe du
raisonnement par récurrence (généralisée), consiste a suivre la procédure suivante :
1) (initialisation) vérifions que P(ng) est vraie,
2) (hérédité) Soit n un entier quelconque tel que m > ng. Supposons que P(k) est vraie pour tout entier
ng < k < n. Montrons que P(n + 1) est vraie.

L’idée intuitive de ce raisonnement est la suivante. Comme la propriété P(ng) est vraie, alors la propriété
P(ng+ 1) est vraie par hérédité. Mais cette méme propriété d’hérédité implique alors que la propriété P(ng + 2)
est vraie, donc la propriété P(ng + 3) aussi et ainsi de suite. Ainsi, on obtient de proche en proche que, pour
tout entier n > ng, la propriété P(n) est vraie.

Exemple 2.1. Suites arithmétiques. Soient a un nombre réel et (uy)n>n, une suite de nombres réels tels
que, pour tout entier n > ng :
Up41 = Up + Q.

On va montrer par récurrence sur n que, pour tout entier n > ng, on a la propriété P(n) suivante

P(n) up =un, + (n—ng)a.

11



Initialisation. Sin = ng, on a bien up, = Un, + (ng — ng)a. La propriété P(ng) est donc vraie.
Heérédité. Supposons que pour un entier n > ng, on a la propriété P(n), c’est-a-dire
Up = Upny + (N — ng)a.
Montrons la propriété P(n+ 1), c’est-a-dire
Unpt1 = Un, + (N + 1 —np)a.
Par hypothése, on a u,11 = u, + a. Par conséquent, d’aprés hypothése de récurrence P(n)
Unt1 = (U, + (0 —np)a) + a,
d’ot la propriété P(n + 1).
On a donc démontré que, pour tout entier n > ng, la propriété P(n) est vraie.

Exercice 2.4. 1. Montrer par récurrence que Vn > 1, 2™ > n.
2. Suites géomeétriques. Soient g un nombre réel et (up)n>n, une suite de nombres réels tels que, pour
tout entier n > ng :
Un+1 = QUnp-
Montrer par récurrence sur n que, pour tout entier n > nyg,

_ n—mn,
un - u’ﬂoq 0‘

3. Montrer par récurrence que, pour tout n € N*,

Zk_ﬂ

4. Soit ¢ un nombre réel distinct de 1. Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 1,

zq

n
Développer directement 1’expression (1 —q) Z ¢" pour trouver une autre démonstration de cette formule.
k=0

n+1

Exercice 2.5. Calculer les sommes suivantes.

100 100 100 1 k 100 20
Si= Y (k+1), So=> (Bk+3), S3= Y (2) , Sa= 5x10% 85=") (2x2" 43k +4).

k=20 k=1 k=20 k=1 k=1

2.3 Introduction aux statistiques descriptives
2.3.1 La moyenne empirique (caractéristique de position)

Rappelons la définition de la moyenne empirique d’une série statistique.

Soit la série statistique définie dans le tableau suivant :
L)

Valeur xp Xz ) e Xp
Effectif ny n, | ... n,
Fréquences fi £ fo

Effectif total : N = n,+ ny+...+n, etfi=n-h—[
La moyenne de cette série statistique est le réel, noté x, tel que :
n1X1+ NpXz++npxy

N

X =

ou en utilisant les fréquences :

x= f1x1+ f2x2+“'..+fpxp

12



Exercice 2.6. Soit la série statistique répertoriant la taille en métres de 100 requins blancs.

taille enm) | 1,5 2 [ 2,5 ] 3 3,5 4] 4,5
Effectif 8 |10 25 [32] 19 [4] 2

Calculer la taille moyenne de ces 100 requins.

Exercice 2.7. Un supermarché a relevé les dépenses (en Euros) de ses clients en 2 heures un jour donné, les
résultats sont rassemblés dans le tableau suivant :

Dépenses (en Euros) | [0;30] | [30;60[ | [60;100[ | [100; 120]
Milieu de classe 15 45
Effectif 12 25 42 67

Calculer le montant moyen des dépenses de ses clients, en utilisant les milieux des classes de la distribution.

Exercice 2.8. On étudie dans une maternité la taille moyenne de 50 nouveaux nés.

Taille (en cm) | 47 | 48 49 | 50 | 51 52
Effectif 5 8 12 15 9 1
Fréquence 0,110,116 0,24 {0,3]0,18 | 0,02

Calculer la taille moyenne de ces 50 nouveaux nés.

2.3.2 La variance et ’écart type empiriques (caractéristiques de dispersion)

Si on souhaite considérer 'amplitude des écarts (x; — Z), cad les écarts sans tenir compte de leurs signes,
alors I’idée consiste & élever ces écarts au carré. On obtient alors une premiére mesure de dispersion des valeurs
de la série autour de la moyenne : la variance empirique.

Une seconde mesure de dispersion est la racine carrée de la variance empirique : ’écart type empirique.
Si les valeurs de la série possédent une unité, ’écart type empirique s’exprime dans la méme unité et la variance
empirique s’exprime dans l'unité au carré.

Soit la série statistique définie dans le tableau suivant :
L}

Valeur X X, | waEs Xp
Effectif n Ny | wiies Ny
Fréquences fi f2 fo

1
Effectif total : N = ny + n,+....+n, etfi=ﬁl

Soit X la moyenne de cette série .

Le réel V = %[n1(x1 )2 4 ny(x — B2 + -+ m(x; — D)2+ -+ 0y (xp — %)
est appelé variance de cette série statistique.

La racine carrée de la variance o=V est I'écart type de cette série.

Exercice 2.9. Compléter le tableau suivant et calculer la variance et ’écart type empiriques de la série statistique
de D'exercice 2.6.

Taille (en m) z; | Effectif n; | (z; — 2)% | ny(z; — 7)?
1.5 8
2 10
2.5 2%
3 32
3.5 19
4 4
4,5 2

Exercice 2.10. En suivant le méme schéma qu’a ’exercice précédent, calculer la variance et ’écart type empi-
riques de la série statistique de ’exercice 2.8.

13



Proposition 2.1. Formule de Huygens.
Une autre formule pour calculer la variance empirique :

1 _
V= N [nizd +... —|—npac127] — (z)2.

Démonstration. En reprenant la formule de la définition :

1
V = N [’I’Ll(ifl — Lf)Q + ... +7’Lp($p — (f)2:| .

En développant les carrés

1 _ _ _ -

V= N [ni(2] — 2221 + (2)%) + ... + np(:z:?) — 2%z, + (7)?)]
En regroupant les termes
1 2 2 _1 o 1
V= N [niad + ...+ npal] —QxN [niz1 + ...+ npzp) + (T) N[nl—l—...—knp].
En simplifiant
1
V= N [niad +...+ npzf,] — 277 + (7)%. CQFD

Dans une série statistique peu dispersée, les observations x; sont proches les unes des autres, et de la moyenne.
Dans ce cas, les écarts (x; —Z) seront de faibles amplitudes et V' sera petite. Au contraire plus une série statistique
est dispersée, plus V' s’accroit.

Proposition 2.2. La variance est nulle si et seulement si toutes les observations x; ont la méme valeur (aucune
dispersion,).

Exercice 2.11. Faites la preuve de cette proposition.

Exercice 2.12. On étudie dans une maternité la masse de 50 nouveaux nés.

Masse (en kg) z; | Effectif n; | 27 | n;2?
2,8 14
2.9 10
3 18
3.1 7
3,2 1

Calculer la masse moyenne de ces 50 nouveaux nés.
Compléter le tableau précédent.
En déduire la variance et ’écart type empiriques de cette distribution.

2.4 Exercices supplémentaires

Exercice 2.13. Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :
1. Pour tout n € N*,

n
> T
— k(k+1) n+1
Pour tout entier n > 1, calculer % — n%_l et en déduire une nouvelle démonstration de la formule ci-dessus.
2. Pour tout n € N*,

- nn+1)(2n + 1)
k? = :
2 G

14



3. Pour tout n € N*,

4. Démontrer que
VneN, Ve €] — 1,400, (1+z)" >1+nz.

Exercice 2.14. Soient a et b deux réels. Montrer par récurrence que pour tout n € N*,

a—b" =(a—0) (Za” 1= kbk>

Que retrouve-t-on dans le cas ot a =17

Exercice 2.15. Montrer que la variance empirique vérifie en toute généralité la formule suivante

QNQZZ '_"TJ ’

=1 j=1

ou les x; sont répétés suivant leur effectif.
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3 Théme 3 : Trigonométrie. Identités remarquables et équations du
second degré

3.1 Cosinus et sinus d’un angle

Rappelons la définition du radian, unité de mesure des angles plans.
Considérons un secteur angulaire, formé de deux droites concourantes distinctes, et un cercle de rayon r tracé
dans un plan contenant ces deux droites, dont le centre est le point d’intersection des droites. Alors, la valeur de
I’angle en radians est le rapport entre la longueur L de ’arc de cercle intercepté par les droites et le rayon r.

Rappelons les définitions du cosinus et du sinus d’un angle, vues au collége. Soit ABC un triangle rectangle
en B. Notons 6§ 'angle du triangle en A (exprimé en radians).

0

AB B
Alors le cosinus de 6 est cos() = Ac et le sinus de 0 est sin(f) = A—g Autrement dit, cos(#) est le quotient de

la longueur du coté adjacent & A par la longueur de ’hypothénuse du triangle rectangle et sin(f) est le quotient
de la longueur du coté adjacent & A par la longueur de I’hypothénuse du triangle rectangle.

Le cercle trigonométrique (ou cercle unité) C est le sous ensemble de R? (identifié au plan de coordonnées

(zOy) muni d’un repére orthonormé (O, 07 , O—} )) constitué des points & une distance 1 de l'origine : le cercle de

centre O et de rayon 1.
J

sin(0) < s
4 1

of~—  —

—

Soit 6 € R un angle. Soit A le point du cercle trigonométrique tel que 'angle (07 ,OA) = 0 en radian. Sur le
dessin ci-dessus, on voit apparaitre un triangle rectangle dont ’hypoténuse a pour longueur 1. Par conséquent,
lorsque 6 est compris entre 0 et 7, cos(f) est 'abscisse du point A et sin(f) est son ordonnée.

Par extension, a tout réel 6, nous associons 'unique point My du cercle trigonométrique obtenu de la maniére
suivante : on attache un fil de longueur |f| au point (1,0), puis on enroule ce fil le long du cercle trigonométrique
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre si 8 > 0 (respectivement dans le sens des aiguilles d’une montre si
6 < 0). Le point d’arrivée du fil est le point Mpy. cos(f) est alors ’abscisse du point My et sin(f) est son ordonnée,
dans le repére (O, 07, O—J})

. —
6 est une mesure en radian de l’angle (077 OMy).
Et pour finir, on peut remarquer qu’a tout point du cercle trigonométrique, correspond une infinité de mesures
d’angle possibles, qui différent toutes d’un multiple entier relatif de 27 (périmeétre du cercle trigonométrique).
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Les propriétés suivantes se déduisent immédiatement des définitions du sinus et du cosinus :
*Vh € R, cos?f +sin? 6 = 1 (qui traduit le fait que QA2 = 1).
¥ —1<cosf <1, —1<sinf <1 (conséquence de la formule précédente).
*Vk € Z, cos(0 + 2km) = cos 0, sin(f + 2km) = sin 6.

Voici des valeurs remarquables du cosinus et du sinus (& connaitre) et leurs représentations graphiques

r [0l g [ [55[w
cos T @ g % 0| -1
sinz | 0 % g g 1 0
VA
Sinus
1 | | | I
S in | 3N\ 7n Nen /x| 1P =x
6 2 6 6 2 6 6
_1—
Cosinus

© Belin Education/Humensis, 2019 Méthamaths Maths Tre
© STD!

Exercice 3.1. En représentant les angles suivants sur le cercle trigonométrique et en utilisant les valeurs re-
marquables ci-dessus, déterminer les valeurs suivantes du cosinus et du sinus.

L. cos(%), sin(%). 4. cos(="), sin(="). 7. cos(=2T), sin(F).
2. cos(2f), sin(2F). 5. cos("), sin(F). 8. cos(=2T), sin(=37).
3. cos(%F), sin(F). 6. cos("), sin("). 9. cos(=2%), sin(=2%).

Exercice 3.2. On considére un triangle ABC rectangle en B (comme sur le dessin au début du théme). Dans
chacun des cas suivants, calculer la longueur exacte demandée. Les mesures des angles sont en radians et les
mesures des longueurs en centimeétres.

et AC =5.
et AC = 4.

1. AB sachant que A =

1
2. BC sachant que A = z

3. AC sachant que A =
4. AC sachant que A =

jus
3
jus
3

et AB =8.
et BC = 3.

Exercice 3.3. On fixe un angle z. A l’aide du cercle trigonométrique, exprimer les quantités suivantes en
fonction de cos(x) et sin(z).

+ )
+ ).

7. cos(

8. sin(

3. cos(m + x) 5. cos(m — x)

4. sin(m + x)

1. cos(—x)

[SIERCTH)

2. sin(—x) 6. sin(m — x)

3.2 Identités remarquables, développement et factorisation

Développer une expression, c’est ’écrire sous forme d’une somme.
Factoriser une expression, c’est ’écrire sous forme d’un produit.

Pour développer ou factoriser une expression, on utilise les formules suivantes.

Proposition 3.1. Soient k, a et b des nombres réels. On a les égalités suivantes.

1. k(a+0b) = (a+b)k = ka + kb. 3. (a—b)?=a®—2ab+b°.
2. (a+0b)?=a®+2ab+b?. 4. (a—Db)(a+b)=a?—10b.
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Les trois derniéres formules, appelées identités remarquables, découlent de la premiére. En effet,
(a+b)? = (a+b)(a+b) = (a+Db)a+ (a+b)b=aa+ba+ab+bb=a®+ 2ab+ b*
(a—0)? = (a+ (=b))? = a® + 2a(—b) + (—b)? = a* — 2ab + V*.
(a —b)(a+0b) = (a—Db)a+ (a—bb=a®—ba+ab—b*>=a*> -V
Le dessin suivant donne une interprétation géométrique de I'identité remarquable (a + b)? = a? + 2ab + b2
(pour a et b positifs). Le carré ci-dessous a un coté de longueur (a+b). Il a donc pour aire (a+b)2. Il est constitué

d’un carré de coté a (d’aire a?), d’un carré de coté b (d’aire b?) et de deux rectangles de cotés a et b (chacun
d’aire ab). Ainsi, laire du grand carré est aussi a® + b2 + 2ab d’ou (a + b)? = a® + b* + 2ab.

a b
a a2 ab atb
b ab b2

Exemple 3.1. Pour développer l'expression (2z + 3)(x — 1), on utilise la premiére régle ci-dessus :
2z +3)(x —1) = 2z +3)z + (2 +3)(~1) =22® + 3z — 20 — 3 = 22% + = — 3.
Pour développer I'expression (2 + 3)2, on peut utiliser la deuzieme formule ci-dessus
(22 4 3)% = (20)% +2.3.22 + 3% = 4% + 122 + 9.

Exercice 3.4. Développer les expressions suivantes, ol a, b, z et y désignent des nombres réels.

1. 5(z+2) 3. (y+3)(z+1) 6. (y—D(z+1)(x—1)
, 4. (110$+1)2 7. (yfl)(fﬂ%»l)z
2. 3(@+3) 5. =(5y —3)° 8. (a+b)3

Exemple 3.2. On va utiliser les mémes formules (dans autre sens) pour factoriser des expressions. Par
exemple, pour factoriser I’expression 10z — 10, on utilise, la premiére puis la derniére régle : 10z — 10 =
10(2? — 1) = 10(2® — 12) = 10(z — 1)(z + 1).

Exercice 3.5. Factoriser les expressions suivantes en utilisant les formules de la proposition 3.1.

1. 22+ 2z 3. 22 -2z +1 5. xy? —4x
1 1
2. 22— 4 4. %xQ— 5 6. 1022 + 20z + 10

3.3 Equations du second degré
3.3.1 Forme canonique d’un polyndéme de degré 2

On appelle polynéme (réel) de degré 2 toute expression de la forme ax? + bx + ¢, ol @ est un nombre réel
non-nul et b et ¢ sont des nombres réels. Ecrire un tel polynome sous forme canonique, c¢’est trouver des nombres
réels A\, a et 3 de sorte que

az® + bz +c= M(z — a)* - B).

Dans le cas oit # > 0, la forme canonique permet de factoriser le polynome. En effet, si § > 0,

M@ —a)® =) =Mz — )’ = (VB)*) = Mz — a+ V/B)(z —a— /B).
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Exemple 3.3. Mettons le polynome —3x2 + 6z + 3 sous forme canonique. On commence par factoriser par le
coefficient dominant —3 :
—32% + 62 +3 = —3(2? — 2z — 1).

Ensuite on interpréte le terme —2x comme le double produit d’une identité remarquable que l'on fait apparaitre
(en ajoutant et en enlevant 12 dans l’ezemple).

—3(@*—-22x—-1) = -3@*-21lx+12-12-1)
= -3(z*-21lzx+1%-2)
Ensuite, on utilise l’identité remarquable a® —2ab+b? = (a—b)? pour obtenir la forme canonique du polynéme.
—3(2? — 21 +1%2-2) = -3((z — 1) - 2).
Enfin, on utilise 'identité remarquable a® — b* = (a + b)(a — b) pour factoriser le polynome

=3((z-1)?-2) = =3((z-1)°-(v2)?)
= 3x—-1-v2)(z—-1+2).

Finalement, on obtient une factorisation du polyndéme
32 462 +3=-3(x—1—-V2)(x—1+V2).

Exemple 3.4. Avec la méme méthode, nous allons mettre le polynome x% 4 4x + 6 sous forme canonique.

22 4+4x4+6 = 2242224+22-2246
= 224222+2242
= (z+2)?+2.

Dans ce cas, on n'obtient pas une différence entre deux carrés de réels. On ne peut pas factoriser comme dans le
premier exemple (sauf a utiliser des nombres complezes).

Exercice 3.6. Ecrire sous forme canonique les polynomes de degré 2 suivants. Si possible, factoriser ces poly-
nomes.

1. 2® + 6z — 16 2. 22 —2x+2 3. 522 — 30z + 45 4. 1022 + 10z + 10

3.3.2 Equations de degré 1 ou 2

La méthode générale pour résoudre une équation algébrique du second degré est de la réécrire sous la forme
ax? + bx + ¢ = 0, puis de mettre ax? + bx + ¢ sous forme canonique. Ensuite, si I’on peut factoriser ax? + bz + ¢
sous la forme d’un produit de deux facteurs de degré 1, on peut utiliser la propriété suivante pour se ramener a
la résolution d’équations de degré 1.

Proposition 3.2. Un produit de facteurs est nul si et seulement si l'un des facteurs est nul.

Exemple 3.5. On veut résoudre I’équation —22% +3x 46 = x? — 3z + 3. En regroupant tout dans le membre de
gauche, c’est-a-dire en enlevant 2% — 3z + 3 aux deuz membres de I’équation, I’équation se réécrit

—32% + 62 +3 =0.
En utilisant la factorisation du membre de gauche vue dans l'exemple 3.3, l’équation se réécrit
3z —1-V2)(z —14+V2)=0.
Enfin, d’apres la proposition 3.2, cette équation est vérifiée si et seulement si
t—1-vV2=00uz—1+vV2=0

c’est-a-dire

le—&-x/ioule—x/ﬁ.

L’ensemble des solutions de [’équation est donc

{1—\/5,1+f2}.
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Exemple 3.6. Ici, on veut résoudre l’équation x> + 4x + 6 = 0. En utilisant la forme canonique obtenue dans
Uexemple 3.4, Uéquation se réécrit
(x+2)2+2=0.

Mais, pour tout nombre réel x, le nombre réel (x+2)? est positif car c¢’est un carré. Ainsi, le nombre (x+2)% +2
est strictement positif donc ’équation n’a pas de solution.

Exercice 3.7. Résoudre dans R les équations suivantes.

1. z+1=3z+5. 4. 2?4z +1=-1.
2. 2z +4=2x+5. 5. 227 4+ 12z + 23 = 3.
3. 32 +62+9=0. 6. (x—1)(z2+22+1)=0.
Exercice 3.8. 1. Soit h(t) = (t+5)? — 2. Déterminez les réels ¢ tels que h(t) = 0. Déterminez les coordon-

nées du sommet de la parabole (graphe de h) et les coordonnées du point d’intersection de la parabole
avec ’axe des ordonnées.

2. Soit h(t) = —(t + 3)(t + 10). Soit C la courbe représentative de h : une parabole. Déterminez les points
d’intersection de C avec I’axe des abscisses. Déterminez les coordonnées du sommet de C et les coordonnées
du point d’intersection de C avec ’axe des ordonnées.

3. Soit h(t) = t? 44t + 3. Soit C la courbe représentative de h. Déterminez les points d’intersection de C avec
I’axe des abscisses. Déterminez les coordonnées du sommet de C et les coordonnées du point d’intersection
de C avec I'axe des ordonnées.

4. Conclusion :
Quelle écriture de h est la plus pratique pour déterminer les points d’intersection de sa représentation
graphique (la parabole C) avec 'axe des ordonnées? Quelle écriture de h est la plus pratique pour dé-
terminer les points d’intersection de C avec ’axe des abscisses 7 Quelle écriture de h est la plus pratique
pour déterminer les coordonnées du sommet de la parabole C?

3.4 Notions et exercices supplémentaires

Exercice 3.9. Résoudre dans R, puis dans [0, 27] les équations suivantes :

e )iy — 1y — —Teain g — Lecingy — 1
1. sinz = 0;sinz = 1;sinz = —1;sinx = 3;sinzw = ~75
2. cosx =0;cosx = 1;cosx = —1;cosx = ?;cosxz—%;cosxz %

Exercice 3.10. Déterminer ’ensemble des couples de nombre réels (z,y) qui vérifient I’équation cos(z) = cos(y).
Meéme question pour I’équation cos(x) = sin(y).

Exercice 3.11. Résoudre dans R les équations suivantes :

sin(g) = ——; [sin(nz)| =1; 12cos’x — 8sin®z = 2.

2’ V2

Exercice 3.12. Soient a # 0, b et ¢ des nombres réels. Mettre le polynéme az? + bx + ¢ sous forme canonique.

En déduire I’ensemble des solutions réelles de I’équation, d’inconnue x, az? + bz + ¢ = 0 et retrouver les formules
vues dans le secondaire.

Exercice 3.13. Déterminer dans chacun des cas suivants ’ensemble des nombres réels x qui vérifient la relation
proposée.

zt + 422 -5 =0.

z* + 1022 + 16 = 0.

xzt 4+ 422 - 5> 0.

2t + 1022 + 16 < 0.

(22 + 4z — 3)(2% + 5z + 19) = 0.

AN

Exercice 3.14. 1. Déterminer deux réels a et b tels que 2® — 1 = (x — 1)(2? + ax + b) pour tout = € R.

2. Résoudre dans R I’équation 2% = 1.
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3. Déterminer deux réels a et b tels que 2 + 222 — 52 — 6 = (x + 1)(2% + ax + b) pour tout = € R.

4. Résoudre dans R I’équation 23 + 222 — 5z = 6.

Inéquations de degré 1 ou 2

La méthode générale pour résoudre une inéquation du second degré est de la mettre sous la forme ax?+bx+c >
0 ou ax? + bx + ¢ > 0 de mettre le polynéme ax? 4 bx + ¢ sous forme canonique puis, lorsque c’est possible, de
le factoriser.

Exemple 3.7. Résolvons l'inéquation —3x% 4+ 6z + 3 > 0. En utilisant la factorisation du membre de gauche
vue dans l'exemple 3.3, l'inéquation se réécrit

3z —1-V2)(z—14+V2)>0.

On effectue alors un tableau de signe pour obtenir le signe de P(x) = —3x2 + 6z + 3.

z —0 1-v2 1+v2 +o0

Signe
de —3

Signe de
r—1—+2 B B 0 +

Signe de
21413 — 0 + +
Signe
de P(x)

L’ensemble des solutions de l’inéquation considérée est donc [1 — \/i, 1+ \/5]

Avec ce méme tableau de signe on voit que l'ensemble des solutions de l'inéquation —3x% + 6z + 3 < 0 est
] — 00,1 —2[U]l + V2, +oo.

Exemple 3.8. Ici, on veut résoudre l'inéquation x2 + 4x +6 > 0. En utilisant la forme canonique obtenue dans
lexemple 3.4, U'équation se réécrit
(z+2)2+2>0.

Comme pour tout nombre réel x, la quantité (x +2)? est positive, alors, pour tout nombre réel x, (v +2)? +2 >
2 > 0. L’ensemble des solutions de l’inéquation considérée est donc R.

Exercice 3.15. Dans chacun des cas suivants, déterminer I’ensemble des nombres réels x qui vérifient 'inéqua-
tion.

1. 3z +4<x+6. 4. (z —2)(z +18) < 0. 7. 22 +2x+1<0.
2. 3x+4>x+6. 5. 222 + 8z +2>0.
3. 2z +1< 2z + 3. 6. 2x2+8x+2§0. 8. 2+ 3x < —2.

21



UCA — MatHSs 0 - L1 2022-2023

4 Théme 4 : Droites du plan

4.1 Droites du plan : définition

Définition 4.1. Soit A un point du plan et W un vecteur du plan non-nul. La droite passant par A et de vecteur
directeur U est Uensemble des points M du plan tels qu’il existe un réel X tel que AM = .

Sur la figure suivante, on a représenté la droite passant par le point A(1,1) et de vecteur directeur 7(2, 1).

Plus généralement, on appelle vecteur directeur d’une droite D tout vecteur de la forme 1@, ou A et B sont
deux points distincts de la droite D. Si U est un vecteur directeur de la droite D, les autres vecteurs directeurs
sont les vecteurs de la forme A4, ou A € R\ {0}.

Exercice 4.1. Pour chacune des droites suivantes D1, Do, D3, D4, D5 et Dg, déterminer les coordonnées d’un
point et d’un vecteur directeur de la droite.

Sur le méme dessin, tracer la droite passant par le point A(—1,1) de vecteur directeur 7(2, —1) et la droite
passant par le point B(1,—1) et de vecteur directeur ¥ (1,0).
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4.2 Equations d’une droite

On munit le plan d’un repére (O, (’ﬁ, O_j) Pour tout point M du plan, on note (z,y) ses coordonnées dans
ce repere.

Proposition 4.1. Tout ensemble du plan d’équation ax + By + v = 0, avec («, 8) # (0,0) est une droite du
plan. Réciproquement, toute droite du plan a une équation de la forme y = ax + b, ot a et b sont des nombres
réels, ou de la forme x = ¢, ou ¢ est un nombre réel.

Remarquer qu’une droite donnée peut avoir plusieurs équations. Ainsi la droite d’équation y = 3z + 1 a aussi
pour équation y —3x — 1 =0ou 2y — 6x —2 =0 ou encore —y + 3z + 1 =0.

Définition 4.2. Si une droite D du plan a une équation de la forme y = ax + b, ot a et b sont des réels, on
appelle a le coefficient directeur de la droite D. Quant au coefficient b il représente l’ordonnée du point d’abscisse
0 de la droite : c’est pourquoi il est appelé ordonnée a l’origine de la droite D.

Exercice 4.2. Pour chacune des équations suivantes, déterminer si ’ensemble des solutions est une droite. Si
c’est le cas, tracer la droite en question et en donner un point et un vecteur directeur.

l.y=2x-1 4. dy+zx+4=-2+4+2x 7. y=-1
2. 2y4+6x—-3=0 5. =9
3. y+a22=0 6. zy =0

Pour trouver ’équation d’une droite, si la droite en question n’est pas paralléle & ’axe des ordonnées, il s’agit
de trouver deux coefficients a et b de sorte que la droite a pour équation y = ax + b. Pour trouver a et b, il suffit
de trouver les coordonnées de deux points A(z4,ya) et B(zp,yp) qui appartiennent & cette droite. On a alors
un systéme

ya = ara+b
yp = axp+b

Ce systéme permet alors de retrouver les coefficients a et b. Notamment, on peut retrouver a directement en
faisant la différence entre les deux lignes du systéme.

Si la droite en question est paralléle & ’axe des ordonnées, elle a une équation de la forme x = c. 1l suffit
alors de déterminer un point A(z4,y4) de cette droite qui aura pour équation z = z 4.
Exercice 4.3. Tracer et donner une équation de la droite :
1. Passant par les points A(0,0) et B(4,2)
. Passant par les points A(1,1) et B(20,10)
. Passant par les points A(1,1) et B(1,20).

2
3
5
4. Passant par le point A(1,2) et de vecteur directeur vd (—1,1)
—
5
6

. Passant par le point A(2,3) et de vecteur directeur vd (0, 3)
—
. Passant par le point A(—1,5) et de vecteur directeur vd (40, 40)

Exercice 4.4. Pour chacune des droites Dy, Do, D3, Dy, D5 et Dg représentées dans 'exercice 4.1, déterminer
une équation de la droite.

4.3 Intersections de droites

Soient deux droites données du plan. Elles sont sécantes si elles n’ont qu’un seul point commun.
Elles sont paralléles si elles ne sont pas sécantes.
Dans ce dernier cas, les droites sont alors soient égales (ou confondues : elles ont tous leurs points en commun),
soient strictement paralléles (sans aucun point commun).
Exercice 4.5. Dans chacun des cas suivants, déterminer ’intersection entre les deux droites D; et Ds.

1. D; est la droite d’équation y = 2z + 3 et Do est la droite d’équation y = —x + 4.
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D; est la droite d’équation 2y + x = 3 et D est la droite d’équation y + 2z = 4.

D; est la droite d’équation 2x + y = 2 et D5 est la droite d’équation —2y — 4z = —3.

D; est la droite d’équation 2x + y = 2 et D, est la droite d’équation —2y — 4z = —A4.

D1 est la droite passant par les points A(1,1) et B(3,2) et Dy est la droite passant par les points A’(0, 1)
et B'(4,2).

D, est la droite passant par le point A(1,1) et de vecteur directeur (1, —1) et Dy est la droite passant
par les points A’(0,1) et B'(1,0).

Exercice 4.6. Dans chacun des cas suivants, résoudre le systéme et l'interpréter géométriquement.

{3x+2y:5 {3x+2y:5 3{ z4+y = 5
r+3y = 3 2¢+3y = 3 ) —z—y = 3
Exercice 4.7. 1. Ecrire une équation de la droite D; passant par le point A(3,—2) et de vecteur normal
771)(_17 5)'
2. Ecrire une équation de la droite Dy passant par le point B(—3,2) et perpendiculaire a la droite d’équation
8r —3y+6=0.
3. Ecrire une équation de la droite D3 passant par le point C(9,5/2) et paralléle a la droite d’équation

2¢ — Ty = 0.

4. Ecrire une équation de la droite D4 passant par le point D(—1,2) et de pente égale & —5/3.

5. Précisez un vecteur directeur et la pente de chacune des droites précédentes.

6. Tracez toutes ces droites dans un méme repére.

4.4

Zon

Notions et exercices supplémentaires

es du plan délimitées par des droites

Exercice 4.8. Pour chacune des inéquations suivantes, déterminer ’ensemble des solutions et le dessiner.

1
2
3

Ly>2r—1 4. z>9
2y +62—-3<0
CAy+ax4+4< -24 22 5. y<—1

Exercice 4.9. Tracer les ensembles de solutions des équation/inéquations suivantes.

oo e

zy =0

.0<2 <3, 0Zy<—x+6

Ly <2241, y>-2r—-1, >0
zy >0

zy >0

r+2y+3>0, y—z+3>0
z>0,y>2x+1, y<—-x+1
7(x = 2y)(y + =) = 0.

® N o o

Plans et droites de 1’espace

——
L’espace de dimension 3 est muni d’'un repére (0,0_},Oﬁ, OK). La définition de la notion de droite dans
I’espace est trés similaire & la définition dans le cas du plan.

Définition 4.3. Soit A un point de l’espace (de dimension 3) et U un vecteur de Uespace non-nul. La droite
passant par A et de vecteur directeur U est l'ensemble des points M de ’espace tels qu’il existe un réel \ tel que

AM = AT

Représentation paramétrique d’une droite de l’espace : La représentation paramétrique suivante des droites

de l'e

space découle directement de la définition. Soit D une droite de ’espace passant par un point A(za,ya,24)
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et de vecteur directeur U (&, yu, 2, ). Alors la droite D est Pensemble des points de I'espace M (x,y, z) tels qu'il
existe un parameétre réel A tel que

T = Ta+ Axy,
Yy = ya+ Ay
Z = zZA+ Az,

Cette représentation paramétrique n’est pas unique.

Avant de définir ce qu’est un plan dans ’espace, on a besoin de rappeler la définition suivante.

Définition 4.4. Deuz vecteurs i et U sont colinéaires si et seulement si l'un d’entre euz est nul ou il existe
un réel \ tel que v =\,

Définition 4.5. Soient W et U deuz vecteurs de I’espace non colinéaires et A un point de l’espace. On appelle
plan passant par A et de base (7, 7) l’ensemble des points M de l’espace tels que il existe des réels A1 et Ao tels

que m = )\1.7 + )\2.7.

Pour déterminer une base d’un plan, il suffit de trouver trois points non-alignés A, B et C' de ce plan. La
famille de vecteurs (E, AC) forme alors une base du plan P.

On admettra le théoréme suivant qui est 'analogue de la représentation des droites du plan par une équation.

Théoréme 4.1. Les plans de l’espace de dimension 3 sont les sous-ensembles de [’espace de dimension 3 qui
ont une équation de la forme ax + by + cz = d, avec (a,b,c) # (0,0,0) et d € R.

Cette représentation n’est pas unique.

Exercice 4.10. Déterminer un point et une base des plans suivants donnés par une équation.
1. Le plan d’équation —z +y — z = 2.
2. Le plan d’équation y — 2z = 0.
3. Le plan d’équation =z = 3.

Exercice 4.11. Dans chacun des cas suivants, déterminer I’intersections de la droite D avec le plan P.

1. La droite D passe par le point A(1,1,1) et a pour vecteur directeur 7(1, 1,0) et le plan P a pour équation
z+y+2z=0.

2. La droite D passe par le point A(—1,1,—2) et a pour vecteur directeur 7(1, 1,1) et le plan P a pour
équation 2x —y — z = 0.

Exercice 4.12. Dans chacun des cas suivants, en utilisant la définition de la notion de plan, déterminer une
représentation paramétrique du plan P. En résolvant le systéme en les paramétres A\; et Ao obtenus, en déduire
une équation du plan P.

1. Le plan P passe par le point A(1,—2,0) et a pour base (7,7), avec 7(1, 1,0) et 7(—1,2,0).
2. Le plan P passe par le point A(1,—2,0) et a pour base (7,7), avec 7(1, 1,1) et 7(27 1,-3).
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5 Théme 5 : Limites de fonctions.
Fonctions puissances, exponentielle et logarithme

5.1 Limites de fonctions
5.1.1 Limite infinie en ’infini

Définition 5.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |o, +o0o[ ou [a, +00].

Pour tout réel A4,
f(z) > A dés que r est
suffisarminent grond Fin) peeeceeaaaas

i (e} = v

1) On dit que f(z) tend vers +o0 2) On dit que f(x) tend vers —oo
quand x tend vers +oo si et seulement si quand x tend vers 400 si et seulement si
A ’ Pour tout réel 4,
5 SOREREONCR Flx) <« A dés que 2 est
‘ | 3 suffisamment grand
| IEOR
L ;
| T
o o
I i . i
¥l el
I 1 -l |
x 1" - eI —— ] )
I
|
1
i

Définition 5.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme | — oo, af ou | — 00, .
1) On dit que f(x) tend vers +00 2) On dit que f(z) tend vers —oco
quand x tend vers —oo si et seulement si quand x tend vers —oo si et seulement si

Pour tout réel A,

Flz) < A dés que © est

_______________ Fz) négatif et suffisammment
grand en valeur absolue

Jim f(z) ==co0

x
L

]
]
]
]
|
I
I
|
1
I
1
L

T
Pour tout réel A,

flx) > A dés que x est

négatif ot sufisamment,
grand en valeur absolle | feemmemm = ——f Flz)

J:[_1.!2’1 i) =+e0

Exemple 5.1. 1) les fonctions exp,In, /- tendent vers +o0o en +00 ;
2) un polynome a la méme limite en +oo que son terme de plus haut degré.
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5.1.2 Limite réelle en ’infini

Définition 5.3. 1) Soient f une fonction définie sur un intervalle de la forme |a, +00[ ou [, +00] et | un réel.
On dit que f(x) tend vers le réel | lorsque x tend vers +o0o si et seulement si |f(x) — | peut étre rendu aussi
petit que l’on souhaite lorsque x devient "assez grand”. On écrit alors liIJ'I_l flx)=1.

Tr—r+00

2) Soient f une fonction définie sur un intervalle de la forme | — 0o, o ou | — 00, a] et I un réel.
On dit que f(x) tend vers le réel | lorsque x tend vers —oo si et seulement si |f(x) — | peut étre rendu aussi
petit que l’on souhaite lorsque x tend vers —oo. On écrit alors lim f(x) = L.

T—r—00

Droite asymptote paralléle a I’axe des abscisses
1) Si lirf f(x) =1, on dit que la droite d’équation y = [ est asymptote a la courbe représentative de f en +oo.
r—r 400

2)Si lim f(x) =1, on dit que la droite d’équation y = [ est asymptote & la courbe représentative de f en —oo.
T——00

Ia droite d'éguation y = £ est asymytote & [ drolte d'éguation y = £ est asymptote 4

%r en +oo #r en oo

¢ i P ,\"IAV/\ 4
¥ = flz)
la droite d’équation y = € est saymptote & lu droite d'équation ¥ = ¢ est asymptote &
@ en —co | & en —oo
Exercice 5.1. Parmi les fonctions fi(z) = 22, fa(z) = L1, f3(z) = V& et fi(x) = 272, lesquelles ont une

représentation graphique qui admet une asymptote horizontale en +o00 ou —occ?

5.1.3 Limite infinie en un réel

Définition 5.4. Soit a un réel. Soit f une fonction définie sur un domaine D contenant un intervalle de la forme
la =10, al, b €]0,4+00[, ou un intervalle de la forme |a,a+b[, b €]0, +o0|, ou méme contenant Ja — b, a[U]a, a + b],
b €]0, +o0l.

1) On dit que f(x) tend vers +0o quand x tend vers a si et seulement si tout intervalle ouvert de la forme ] A, +o00],
A € R, contient f(x) dés que = est dans D et suffisamment proche de a. On écrit alors zhg}l f(x) = 4o0.

2) On dit que f(x) tend vers —oco quand x tend vers a si et seulement si tout intervalle de la forme ] — oo, A,
A € R, contient f(x) dés que = est dans D et suffisarnment proche de a. On écrit alors lim f(z) = —oc.
r—a
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Droite asymptote paralléle a 1’axe des ordonnées
Si lim f(z) = £o0, on dit que la droite d’équation = = a est asymptote & la courbe représentative de f.
r—a

La droite d'aquation ¥ = o cst asymptote a %)

5.1.4 Limite réelle en un réel

Définition 5.5. Soient a et | deux réels. Soit f une fonction définie sur un domaine D contenant un intervalle
de la forme la — b,al, b €]0,+00[, ou un intervalle de la forme |a,a + b[, b €]0,+0c0[, ou méme contenant
la —b,a[U]a,a + b, b €]0, +o0.

On dit que f(x) tend vers | quand x tend vers a si et seulement si |f(x) — l| peut étre rendu aussi petit que l’on
veut lorsque x est dans D et est suffisamment proche de a. On écrit alors alllg flz) =1L

lim  f(x) =1 est la limite a droite de f en a, que 'on note aussi lim f(x) =1
Tr—a,xr>a r—at

et lim (z) =1 est la limite a gauche de f en a, que l’on note aussi lim f(z) = 1.
r—a,x<a T—sa—

Remarque 5.1. Les limites & droite et & gauche peuvent ne pas coincider.

La limite d’une fonction en un point, ou en l'infini, n’existe pas toujours. Par exemple, la fonction = — % tend

vers +o0o quand z tend vers 0 par la droite, et vers —oo quand z tend vers 0 par la gauche : elle n’a donc pas de

limite définie en 0, méme si elle a une limite & gauche et une limite & droite.

5.1.5 Opérations sur les limites

f a pour limite l l I | 400 | —o0 | +0
g a pour limite ' | 400 | —c0 | 400 | —c0 | —00
f+gapourlimite |[+1' | 400 | —co | +oo | —00 | ?

f a pour limite L 11>0]1>0|1l<0]l<0|4+00|—0c0|+0c0| O
g a pour limite U'| 400 | —00 | 400 | —00 | —00 | —00 | —00 | £00
f.g a pour limite | I’ | 400 | —00 | —00 | +00 | —00 | +00 | —00 ?
fa I>0|1<0|l>0|1I<0
pour ou ou ou ou
limite l l 400 400 —00 —o0 | oo | o0 | —o0 | o0 | —o0 | O
g a
pour
limite |I/#0 | xoo [I'>0 |V <0 |U>0 |1 <0 | +o0 ot ot (U (U 0
Ta
g
pour li,
limite 0 +o00 —00 -0 400 ? 400 | —oco | —oo | oo | ?
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Composée de limites. Soient a, b et ¢ des nombres réels ou +o0o ou —oco.
Soient f et g deux fonctions.
Si lim f(z) =bet limg(t) = ¢, alors lim g(f(x)) = c.

T—a t—b T—ra

Exercice 5.2. Soient les 2 fonctions suivantes.
2 5

fi(x) :3$—5+m, fa(x) :Z_E'

Déterminer, si elles existent, les limites des fonctions f; et fo en +00 et —oo. Déterminer, si elles existent, la
limite de fi; en —2 et la limite de f3 en 0.

Exercice 5.3. Déterminer, si elles existent, les limites suivantes.

2z — 2z — 1
lim (322 — 7z +5), lim v=3 li v=3 li 5o+ 5 lirf vVa2i+az+1.
Tr—+00

5 , lim— , lim
T——00 z—0,z>0 2 + 1’ 2—0,2<0 2 + 1’ z—1 (a: — 1)

5.1.6 Comment lever une indétermination

Les quatre formes indéterminées sont : +-00 — (+00), —00 — (—00), 2, %, 0 x co.

Une méthode consiste & mettre le terme prépondérant en facteur.

Exercice 5.4. Déterminer les2 limites suivantes : ) )
2x° — 5 7 4x= — 5 4= —x—5
lim 222 —3z+5, lim i li oo lim i, lim a2+ +1.

im i
T— 400 zo+00 324+ x4+ 17 a5+00 r+1 T ao—laz>-1 r+1 T——o00

5.2 Etude et graphe de fonctions usuelles

5.2.1 Fonctions Puissances

5.2.2 Fonction Exponentielle

Définition 5.6. L’exponentielle réelle, notée exp, est l'unique fonction dérivable sur R, telle que (exp)'(z) =
exp(z) et exp(0) = 1.

Relations fonctionnelles : Pour tous réels a et b et tout entier relatif n
exp(a)
exp(b)

exp(a + b) = exp(a) exp(b), exp(a — b) = et exp(na) = (exp(a))™.
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Propriété 5.1. expx > 0 pour tout x € R.
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
lim exp(z) =+o0 et lim exp(z)=0.
Tr—r— 00

r—400
Notations. exp(z) = e”, ou exp(1l) =e.
Exercice 5.5. Simplifier les expressions suivantes :
1. A=e®* xe @ B=¢%+2% C = (%)% 2%, D= (e%) 237, B = 3212 x el 727

2x+1 3r—1 — — 2e3z+1
2.F:ee,ﬁ,G:eezj,H:\/3€w+6€metI: ;2,!,1

Exercice 5.6. Dans chacun des cas suivants, déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble
de définition.

x 1422
frx—=e3 T sur R; f:ac»—)e;jf sur R*, f:x—e* —e®+1sur R, f:or et sur R\ {—1}.

5.2.3 Fonction Logarithme Népérien

Définition 5.7. La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction définie sur R** qui a tout réel x > 0
associe l'unique solution de I’équation eV = x d’inconnue y. On note y = Inz.

Relations fonctionnelles : Pour tous réels a > 0 et b > 0, In(ab) =Ina +1Inb et In(§) =Ina — Inb.
Pour tout réel a > 0 et tout entier relatif n, In(a™) =nlna

Propriété 5.2. La fonction In est une bijection de R*t dans R ; c’est la réciproque de la fonction exponentielle.
Pour tout réel x > 0, e™® = x. Et pour tout réel x, In(e®) = .

In(1) =0, In(e) = 1.

In est strictement croissante et dérivable sur R*T (voir chapitre suivant).

lim Inz =400, lim Inx=—cc.
T—-+00 z—0,2>0

Lien avec les puissances et I’exponentielle : Pour tous a € R} et b € R, a® = e’ @,

Croissance comparée. Pour tout entier naturel n» non nul, on a

Inx
lim — =0et lima"Inz =0.
r—+oo " x—0

Exercice 5.7. Exprimer les nombres suivants en fonction de In2 et In3 :
$In16;1In1;1n36 — 21In3; 2111% :In21 +2In14 — 31n0, 875.

Exercice 5.8. Calculer z =In216 — 3(In2+In3) et y = 3(In3+In5) — In27 — 2In10 — In 1.

Exercice 5.9. Déterminer les limites suivantes :
. 3xr+5 . 1—2x . 1—2x . e’ +1 . e’ +1
lim In ; lim In ; lim In ; lim In ; lim In| ———
z—+o0 r—1 z——2+ x + 2 z—1— x + 2 T——00 2eT + 3 z—+o00 2e* + 3

Voici respectivement les graphes des fonctions exponentielle et logarithme népérien
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5.3 Notions et exercices supplémentaires
Exercice 5.10. Déterminer les limites suivantes : lim /22 — 3z, lim (1 — (2 —2)?).
r—r—00 r——00

Exercice 5.11. Déterminer les limites suivantes : lim cos(z), lim cos(—), lim Vsin2z.
z—0 r——00 T =G

Exercice 5.12. Soit g la fonction définie sur | — 0o, 2[U]2, +-00[ par : g(z) = ﬁ Montrer graphiquement (en

translatant la fonction f(x) = 1/z) que lim g(z) =+4ocet lim g(z) = —oc.
r—2,x>2 r—2,x<2

Une autre méthode pour lever une indétermination, consiste & utiliser la quantité conjuguée :
parfois en présence de radicaux, on multiplie le numérateur et le dénominateur par I’expression

conjuguée.
Par exemple I'expression conjuguée de oz +1—1est Vo + 1+ 1.

Exercice 5.13. Déterminer les limites suivantes :
V2 -3 V4 1-1

lim V422 +x+1+z, lirf VaZ+zxz+1—2, lim s , lim vt .
Tr—r+00

r——00 r—2,x>2 xr — 2 x—0 x

Exercice 5.14. Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
e 4+1=0;eT —e®<0;e2 427 <3;e3=4; e 2% <2

Exercice 5.15. Simplifiez les écritures suivantes :
4
37 w3, (0,25)" 15, e2Hn8 \/37/36 ‘/Ef,x>0; 23 (Yz) 5,2 >0;  (a2)(a"®)3, ot a > 0 et z réel.

Exercice 5.16. Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
In(6b —2z) >2In(zx+1);Inx =0; 2+ z)In(x —3) = 0; In(z —2) + In(x + 2) = In(4 + 2z); Inz > 2In5;
I (£75) 2 0527 = 3%+ (3P = 3547 =527 4.6 <0

2z—-3 )] —

Exercice 5.17. Dételrminer les limites de fhacune des fonctions suivantes en 07 et en +o0o :
f(z) = g g(x) = o Inx; h(z) = a1 i(z) = (Inz)? — Inz.
Exercice 5.18. Démontrer que, dans chacun des cas suivants, la courbe représentative de la fonction f admet

une asymptote paralléle & ’axe des abscisses :

3x2 —2 2 -3z
].)f:.’L'HmSurR. 2)f:$'—>msurR.
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6 Théme 6 : Propriétés des fonctions et
de leur représentation graphique

6.1 Ensemble de définition et courbe représentative

Définition 6.1. Soit f une fonction. Le domaine de définition de la fonction f est l’ensemble des réels x
pour lesquels f(x) existe.

Exemple 6.1. 1) Pour définir le quotient de deuz fonctions, il faut que celle qui se trouve au dénominateur ne

s’annule jamais. L’ensemble de définition de fi(x) = £=5 est donc R\ {-1/4}.

2) Pour définir la racine \/f d’une fonction f, il faut que f soit toujours positive ou nulle. L’ensemble de
définition de fo(x) = /x + 1 est donc [—1,+00].

3) Pour définir le logarithme népérien In(f) d’une fonction f, il faut que f soit toujours strictement positive.
L’ensemble de définition de f3(x) = In(z — 3) est donc |3, 4+00].

Exercice 6.1. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

9
; fo(r) = :

fa(z) = In(z? — 32); f5(x) = ﬁ exp(a2) + 1’
—

Définition 6.2. Le plan est rapporté a un repére (souvent orthonormé) (O, _i>, J).

Soit [ une fonction définie sur une partie I de R. La courbe représentative C; de f ou plus simplement le
graphe de f est l’ensemble des points du plan de coordonnées (x, f(x)) ot x est un réel de la partie I. Une
équation de ce graphe est y = f(x), x € 1.

6.2 Fonctions continues, fonctions dérivables
6.2.1 Continuité

Les fonctions continues sont les fonctions dont le graphe se trace “sans lever le crayon”.

I I
i [
| I
! I
I |
! [
|

|

| i

1a |
a a
f est continue en a f est continue en a f est continue en a
! 1
! |
f |
|
! |
! |
I
! |
! |
g 2
I ™ i | M i
f n'est pas continue en a f n'est pas continue en a

Les fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de définition :

32



() = 2™ ot n € N*, sur R, () =Inx sur ]0, +oo],

Rl
= =

4 f
(z) = - o n € N*, sur R*, 5. f(x) = expa sur R.
6. f

(x) = /z sur [0, +o0], (x) = |z| sur R.

En additionnant, en multipliant et en quotientant (& condition de se situer en dehors des points qui annulent le
dénominateur) des fonctions continues, on construit de nouvelles fonctions continues.

Exemple 6.2. Les fonctions polynomes sont continues sur R et les fonctions rationnelles sont continues sur
leur ensemble de définition.

6.2.2 Dérivabilité, calcul de la dérivée, tangente

Définition 6.3. 1) On dit que [ est dérivable en un point a de son domaine de définition si w admet
une limite lorsque x tend vers a. Cette limite est appelée nombre dérivé de f en a et est noté f'(a).

2) On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout réel x de I. On parle alors de fonction dérivée
' définie sur I.

3) Soit f une fonction dérivable en a € Dy.

Dans un repére, la tangente a la courbe Cy au point A(a, f(a)) est la droite T' qui passe par A et de coefficient

directeur f'(a) (voir la figure 1. ci-dessous). Une équation de T est

y = f(a)(x —a) + f(a).

Figure L. Iignre 2

Remarque 6.1. Il n’est pas nécessaire que la fonction f soit dérivable en a pour que sa courbe représentative C

admette une tangente au point (a, f(a)). Plus précisement, si lim fo) = fla)
T—a €T —

a
en a. Néanmoins, si f est continue en a, on dit que le graphe de f admet la droite verticale d’équation x = a
pour tangente au point (a, f(a)) (voir la figure 2. ci-dessus).

= +o00, alors f n’est pas dérivable

Exercice 6.2. Représenter graphiquement la fonction valeur absolue sur R. Ou est-elle continue ? Ou est-elle
dérivable ?

Exemple 6.3. En utilisant la définition de la dérivée en un point, on calcule les deuz limites suivantes :

lim, 0 €1 =1 et lim, o 20 — 1,

Pour calculer la dérivée d’une fonction & partir de son expression, on se sert le plus souvent des formules et régles
suivantes :

f(z) f'(z) | f est dérivable sur
ax +b a R
2", n€Z* | na" ! R ou R*
T2 &
VT Ve 10, +oo]
e e* R
Inz 1 10, +00]
cosx —sinz R
sinx cosx R
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Propriété 6.1. Soient u et v deux fonctions dérivables sur I.

fonction f f(z) ensemble ou f
est dériwable
u+ v u + 0 1
uv u'v + uv’ I
ku (ot k est une constante réelle) ku' 1
i fv—; x €1 tel que v(z) #0
- i x €1 tel que v(z) #0
u(ax + b) av'(ax+0b) | x tel queax+bel
e u'e® 1
In(u) %{ z €1 tel que u(z) >0
Vu NG z €1 tel que u(z) >0
pour tout n € N* u" nu/u" T I

Propriété 6.2. Siu est une fonction dérivable sur I, alors u est continue sur I.
Attention la réciproque est fausse. Il suffit par exemple de penser a la fonction valeur absolue en 0.

Exercice 6.3. Pour chacune des fonctions suivantes, préciser son ensemble de définition, son ensemble de
dérivabilité et déterminer sa fonction dérivée.

2 - 2
f1:x— 2=l +13og” 7,f2:tz+\/E,f3:me+21+2

s fara 22 cosz, f5(x) = dze®, fo(x) = 2¢x.

Exercice 6.4. Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de chacune des fonctions
suivantes en son point d’abscisse a.

firz—a?—3r+lena=2; fo:xr/r+3ena=1; f3:2r 2

o en a=0.

Exercice 6.5. Déterminer les fonctions dérivées des fonctions définies par :
i(z) =Inz + 1 sur ]0, +oo[; j(z) = (z — 1)[2In(z) + 5] sur I =]0, +oo[; k(z) = 2 sur ]0, +o0l.

6.2.3 Signe de la dérivée et sens de variation de la fonction

Définition 6.4. Soit f une fonction définie sur une partie D de R. Soit un intervalle I C D.

1) f est croissante sur I ssiVa, b€ I, sia <b alors f(a) < f(b).

f est décroissante sur I ssiVa, b€ I, sia <b alors f(a) > f(b).

2) f est strictement croissante sur I ssiVa, b€ I, si a <b alors f(a) < f(b).

f est strictement décroissante sur I ssiVa, b € I, sia <b alors f(a) > f(b).

3) f est constante sur I ssiVa, b€ I, f(a) = f(b).

4) On dit que f est monotone sur I si elle est croissante sur I ou décroissante sur I.

On dit que f est strictement monotone sur I si elle est strictement croissante sur I ou strictement décroissante
sur I.

Propriété 6.3. Soit f une fonction dérivable sur une partie D de R. Soit un intervalle I C D.

1) Si, pour tout réel x € I, f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) sauf peut-étre en un nombre fini de points ot f' s’annule,
alors f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

2) Si, pour tout réel x € I, f'(x) =0, alors [ est constante sur I.

Remarque 6.2. L’hypothése que I soit un intervalle est indispensable. En effet penser & la fonction inverse sur
R*. Cette fonction admet une fonction dérivée strictement négative sur R*, sans pour autant étre strictement
décroissante sur R*.

Exercice 6.6. La fonction f est définie sur R par f(z) = 23 — . Etudier le signe de f’, puis dresser le tableau
de variations de f. En déduire que ’équation f(x) = 1 n’a pas de solution sur R.

6.2.4 Deérivée et extremum

Définition 6.5. Soit f une fonction définie sur Dy C R. Soit A une partie de Dy. Soit xo € A.
1) On dit que x¢ est un maximum de f sur A, si f(x) < f(zg) Vo € A.
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2) On dit que zo est un minimum de f sur A, si f(x) > f(x9) Va € A.

3) Dans les deuz cas, o est un extremum de f sur A.

4) On précise que Uextremum est global si cela est vérifié sur Dy tout entier.

5) On précise que lextremum xq est local si cela est vérifié sur une partie de la forme |xg —r,zo +r[NDys (o0 r
est un réel v > 0).

Propriété 6.4. Supposons que [ soit dérivable sur I, intervalle ouvert. Les extrema de f sur I, sont des points
x tels que f'(x) = 0.

Remarque 6.3. La réciproque est fausse. En effet, la fonction f sur R telle que f(z) = a2, vérifie f/(0) = 0 et
pourtant 0 n’est pas un extremum local de f.

Dans la pratique, pour trouver les extrema de f, on étudie le signe de f’. Par exemple, si f'(x9) = 0, que
f'(z) < 0 pour z proche de zg a sa gauche et f’(x) > 0 pour x proche de z( a sa droite, alors xy est un minimum
local. Il est commode de tracer un tableau de variations.

Exercice 6.7. Rechercher les points extrémaux globaux éventuels des fonctions suivantes :
-3
fiixesa® —at fo iz VT +3; fgzx»—>$2—4‘f2;f4:x»—>%—%x2+2w.

6.3 Notions et exercices supplémentaires.

Fonctions paires, fonctions impaires, fonctions périodiques

Définition 6.6. Soit D C R, un sous-ensemble de R, tel que si x € D alors —x € D. On dit que D est symétrique
par rapport a 0. Soit une fonction f définie sur D.

1) [ est paire si et seulement si pour tout réel x de D, f(—x) = f(z).

Dans ce cas, laze (Oy) est un aze de symétrie de la courbe Cy.

2) [ est impaire si et seulement si pour tout réel x de D, f(—x) = —f(x).

Dans ce cas, l'origine 0 est un centre de symétrie de la courbe Cy.

Définition 6.7. Soit T € R* et f une fonction définie sur R. On dit que f est périodique de période T si
et seulement si pour tout réel z, f(x +T) = f(x).
Dans ce cas, le graphe de f est invariant par la translation de vecteur (T,0) dans le plan.

Exemple 6.4. Les fonctions sinus et cosinus vues au théme 3, sont périodiques de période 2.

Exercice 6.8. Pour toutes les fonctions suivantes déterminer si elles sont paires ou impaires :
z = 2% et © — 22T sur R, ol p € N*.
z=xt =322 +2, 2 23 — 32, sur R. Et o — % sur R*.

x> In(z? 4+ 1) + exp(z® — 3), 2 — f(x) = o e f(z) = Z’{fi sur R.

Exercice 6.9. Soient f et g les fonctions périodiques définies par f(z) = cos(6z) et g(z) = sin(4z). Déterminer
des périodes de f, g et f + g.

Exercice 62.10. Etudier la continuité des fonctzions suivantes sur R :
r°—x—2 L\ z°—1 . _

flay=4 e S TEL o gy s e # ol

3 si x=2 0 si r=-1

Exercice 6.11. 1) g est la fonction définie sur R™ par g(z) = /z. Prouvez que g n’est pas dérivable en zéro.
2) Soit h telle que h(z) =2 — a2 siz < 1 et h(z) = < si & > 1. Montrer que h est continue sur R, mais n’est pas
dérivable en 1.

Exercice 6.12. En utilisant la notion de dérivée, déterminer les limites suivantes :
V4 4-2 -1 43 2
g YEFAZ2 o Vel 2t o8 2

x—0 x z—=1 x—1 " 2=1 x—1

Exercice 6.13. Pour chacune des fonctions suivantes, préciser son ensemble de définition, son ensemble de
dérivabilité et dét%rminer sa fonction dérivée.

friwe (s ) s fale) = 22,

Exercice 6.14. C est la courbe représentative de la fonction f définie sur R par f(z) = x2. Existe-t-il des
tangentes a C paralléles a la droite d d’équation y = -4z 4+ 67
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7 Théme 7 : Etude de fonctions et
représentation graphique de fonctions

7.1 Convexité et point d’inflexion

Définition 7.1. Soit une fonction [ dérivable sur un intervalle I dont la dérivée f' est elle aussi une fonction
dérivable sur I. On appelle fonction dérivée seconde de f sur I la dérivée de [’ et on note : f"(z) = (f') ().

Exercice 7.1. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 32® — 522 + 1. Calculer f/(z) et f”(z) sur R.

Définition 7.2. Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.
- La fonction f est convexe sur I si, sur I, sa courbe représentative est entiérement située au dessus de chacune

de ses tangentes.
- La fonction f est concave sur I si, sur I, sa courbe représentative est entierement située au dessous de chacune

de ses tangentes.

/
\ 71

Fonction convexe Fonction concave

Propriété 7.1. La fonction carré est convexe sur R.

La fonction cube est concave sur | — 00,0] et conveze sur [0, +00].
La fonction inverse est concave sur | — oo, 0| et convexe sur |0, +o0].
La fonction racine carrée est concave sur |0, +00].

Propriété 7.2. Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle I.
- f est convexe ssi f"(x) > 0 sur I.
- f est concave ssi f"(x) <0 sur I.

Exercice 7.2. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = $2% — 922 + 4. Etudier la convexité de f sur R.

Définition 7.3. Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I. Un point d’inflexion est un point ou la
courbe traverse sa tangente en ce point.
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Remarque 7.1. Au point d’inflexion, la fonction change de convexité.

Par exemple étudier la fonction cube en 'origine.

Pour les fonctions deux fois dérivables, les points d’inflexion sont ceux ol la dérivée seconde s’annule et change
de signe.

7.2 Etude de fonctions

Dans ce chapitre, nous menons I’étude d’une fonction réelle définie sur son ensemble de définition Dy et nous
tragons son graphe Cy = {(x, f(z)) : € Dy} dans un plan R?, muni d’un repére.

On suit le programme suivant :

1) On précise les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité de f.

2) La ou c’est possible, on calcule la dérivée f’ et on étudie son signe.

Ceci indique les variations de la fonction f (on reporte les résultats dans un tableau de variations).

3) On détermine les éventuels extrema de f et la valeur qu’elle y prend.

4) On calcule les limites de f aux bornes du domaine de définition, que I’on reporte dans le tableau de variations.
5) On détermine les éventuelles asymptotes horizontales ou verticales.

6) On étudie la convexité de f sur Dy et l'existence éventuelle de points d’inflexion.

7) On peut aussi calculer, & la main, quelques valeurs simples prises par la fonction f.

8) Puis, on reporte le tout dans un plan muni d’un repére.

Exercice 7.3. Soit f la fonction polynomiale de degré 3 définie sur R par
3
flz)=2° - 53:2 — 62+ 5.

1) Etudier f sur R.

2) Déterminer ses extrema locaux.

3) Prouver que f admet un unique point d’inflexion A et déterminer le.

4) Déterminez ’équation de la tangente A a C, courbe représentative de f, au point A.
5) Tracez C et A.

Exercice 7.4. Etudier sur R la fonction f définie par
f(z) =ze 2.

1) Etudiez les variations de f sur R (dressez le tableau de variations avec les limites aux bornes).
2) Montrez que f admet un maximum global en z = 2. Calculer la valeur de f en ce point.

3) Etudiez la convexité de f sur R.

4) Montrer que f admet un point d’inflexion en z = 4.

5) Déterminer les équations des tangentes A et d en x = 2 et en z = 4 respectivement.

6) Tracez C, A et d.

7.3 Exercices supplémentaires.

Exercice 7.5. Tracer les courbes représentatives des fonctions suivantes :
22—-1 si <0

Df(x):{ z—1 si 2>0

2) f(x)=|2? — 1| sur R
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Exercice 7.6. Etudiez et représentez les fonctions suivantes :

1) f:x—

4)f:m»—>ln(§+x>

— T

Exercice 7.7. Soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par g(z) = 22 — 1 + 2Inz.

1) Déterminer les limites de g aux bornes de son intervalle de définition.

2) Etudier le sens de variation de g.

3) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet le nombre réel 1 comme unique solution sur |0, +oo[. En déduire le
signe de g(x) sur ]0, +oo.

Exercice 7.8. Soit f la fonction définie sur | — 1, +o00[ par
1—=
T =5

1) Calculez f’(z) pour tout réel z €] — 1, +o0o[ et vérifiez que f’(z) a le méme signe que 2% — 322 — 1.
2) On note g la fonction définie sur | — 1, +oo[ par : g(z) = 223 — 322 — 1.

a) Etudiez les variations de g.

b) Prouvez que l’équation g(z) = 0 admet une seule solution « sur | — 1, +o0] et que « € [1.6;1.7].

¢) Déduisez-en, suivant les valeurs de z, le signe de g(z).

3) En utilisant les résultats précédents, dressez le tableau de variations de f.

4) Ecrivez une équation de la tangente A a C, courbe représentative de f, au point A d’abscisse 0.
Etudiez la position relative de la courbe C par rapport a la droite A sur U'intervalle | — 1, 1].

5) Prouvez que C est située au-dessus de sa tangente d au point d’abscisse 1.

6) Calculer f”(z) explicitement pour tout réel x €] — 1, +oo[. Prouver que C admet 3 points d’inflexion en 0, 8
et v, ou 5 €]0,1[ et v > a.

7) Tracez C, A et d.
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8 Théme 8 : Calcul intégral

8.1 Intégrale d’une fonction continue et positive

Choisissons un repére orthogonal (O, 077 07) L’unité d’aire est l'aire du rectangle OIKJ ou K est le point
de coordonnées (1,1).

Définition 8.1. Soit [a,b] un intervalle de R et f une fonction définie, continue et positive sur [a, b].

1) Le domaine situé sous la courbe C; est le domaine situé entre Cy, l'ave des abscisses et les droites
d’équations x = a et x = b.

2) Lintégrale de a a b de la fonction f est l’aire, en unité d’aire, du domaine situé sous sa courbe Cy. On

b
la note/ f(x)dx.

c b c
Relation de Chasles. Pour tous a,b,c tels que a < b < ¢, / fl@)dx = / f(z)dx —|—/ f(z)dx.
a a b

Exercice 8.1. 1) Soit la fonction f définie sur [0, 2] par f(z) = /1 — (x — 1)2. Tracer Cy sur [0,2] puis donner
2

la valeur de / f(z)dz sans calcul.
0

3
2) Soit la fonction f définie sur [1, 3] par f(z) = z+1. Tracer C; sur [1, 3] puis déterminer la valeur de / f(z)dz
1

comme ’aire d’un trapéze rectangle.

8.2 Notion de primitives

Théoréme 8.1. Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a,b]. La fonction F définie sur [a,b]
x

par F(z) = f(®)dt, est dérivable sur [a,b] et a pour dérivée la fonction f.

a

Définition 8.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R. Dire que la fonction F est une primitive
de f sur I signifie que F est dérivable sur I et que F' = f.

Propriété 8.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et qui admet une primitive F' sur I.
1) L’ensemble des primitives de f sur I est ensemble infini {F + C : C € R}.
2) Soient xog € I et yo € R. Il existe une unique primitive G de f sur I telle que G(xo) = yo.

8.3 Calculs de primitives

Théoréme 8.2. Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

fonction f primitives de f sur conditions sur u
wu™(n € Z* et n # —1) n%rlu”*'l +C lorsque n < —1,u(x) # 0 pour tout = € I
u'v 4+ uv’ uv + C
% Inu+C u(z) > 0 sur [
% -i4+C u(z) # 0 sur [
u'e® e +C
"; 2y/u+C u(z) > 0sur I
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Formulaire de primitives.

f est définie sur [ les primitives de f sur I sont
kEeR R kx +C
", n € N* R n%la:”“ +C
= 10, 00 Inz+C
= | —00,0[ In(—z)+C
—% ] — 00, 0] ou |0, +00| 1 +C
NG 10, +o0| 2y/x+C
e’ R e +C
sin x R —cosx + C
cos T R sinz + C

Soient a > 0 et b deux réels. Les primitives de L sont £ In(az+b)+C sur | =2, +oo[ et sont £ In(—az—b)+C
—b
sur | — oo, =2|.

Soient a # 0 et b deux réels. Les primitives de e**? sont %e”"‘b + C sur R.

Exercice 8.2. Déterminer la primitive F' de f sur 'intervalle I vérifiant la condition indiquée.
1. f(z) =42 =3z +2, I =Ret F(-1)=0.
2. flx)=3z+1+4%,1=]—00,0[ et F(—2)=1.

(r) = (2> + 1)2, I =R et F(0) = 0.

3. f
4. f(x) =e*tL et F(In2) =0.

Exercice 8.3. Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f sur 'intervalle I.

L f:az e 10e” + BT sur 0, 4o0; 4. frze 222’ sur R
2. f:x— 223 — 522+ 1sur R; . f<w):\/%sur]%7+00[;
3. frax— ﬁ sur |1, +o00[; 6. f(z) = lgiél sur I =|0, +o0[

8.4 Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

Définition 8.3. Soit f une fonction continue de signe quelconque sur un intervalle I. Pour a et b dans I,
lintégrale de a 4 b de f, notée f; f(z)dz est le nombre réel F(b) — F(a), noté [F(z))2, ot F est une primitive
de f surI.

Remarque 8.1. Dans cette définition a n’est pas nécessairement inférieur a b.

Dans le cas ou b < a, fab fla)de = — [ f(z)da.

Dans cette définition, il est important que f soit continue sur [a, b] fermé.

La lettre x, dite "variable muette", n’a pas d’importance en soi; on aurait aussi pu écrire f: f(t)dt ou encore
f: f(u)du, etc.

La primitive que ’on a choisi dans la définition n’importe pas : si F} et F5 sont deux primitives de f, alors on a
Fl(b) — Fl(a) = Fg(b) + C - (Fg(a) + C) = Fg(b) — Fg(a).

Dans le cas ou f est une fonction continue positive, cette derniére définition 8.3 coincide avec la définition 8.1,
grace au Théoreme 8.1.

Intégrale et aire algébrique

Dans un repére orthogonal, D est le domaine situé entre la courbe représentative de f, I’axe des abscisses et les
droites d’équation x = a et x = b, ot a < b.

L’aire algébrique de D est la somme des portions d’aires comptées positivement lorsque Cy est située au dessus
de I’axe des abscisses et comptées négativement lorsque Cy est située au dessous de ’axe des abscisses. Cette aire

algébrique est égale a f: f(x)dz.
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8.5 Propriétés des intégrales pour des fonctions continues de signe quelconque

1
2

Si f =0, alors f; f(z)dx = 0;
Si f(x) > 0 pour tout z € [a, b], alors f: f(x)dx > 0 (mais la réciproque est fausse).

Si g(z) < f(x) pour tout = € [a, b], alors ffg(x)da: < f; f(x)dz.
L’intégrale est linéaire : si A € R et f, g sont continues sur [a, ], alors

—_— - ~—

3

4
b b b

/(f+>\g)(t)dt:/ f(t)dt+/\/ g(t)dt

5) intégrale vérifie la relation de Chasles : si f est continue sur I et que a, b, ¢ € I (ne vérifiant pas nécessairement

a <b<c), alors
c b c
p— d .
/a F)da / f(a:)dx+/b F(z)dz

En particulier, f; flz)de = — [ f(z)da.
Théoréme 8.3. Soit [a,b] un intervalle de R et f une fonction définie et continue sur [a,b]. Soit o € [a,b].

Alors la fonction F définie sur [a,b] par F(z) = / f(®)dt, est la primitive de f sur [a,b], nulle en .

(e

Exercice 8.4. Calculer les intégrales suivantes :

1 [ (82 — 4t + 3)dt 4. [ Tt

2. [ costdt; 5. fol 59 + 2%)dzx ;
2 1 3 . 1

3. J{ (P +t— ¢+ J)dts 6. || smsda,

8.6 Exercices supplémentaires.

Exercice 8.5. Déterminer une primitive sur I pour chacune des fonctions suivantes :

1.f:x»—>%surﬂ%; 7.j(x):\/2272ﬁsurR.
. 5 .
2. f:x e gy sur 0, +oo[; 8. fraxr 22 sur 1,400l
3. f(z) =22z +3sur ] — 2, +oo[; ,
a 2 9.g:x»—>ﬁ—%ﬂsur}0,+oo[.
4. g(z) = & sur R, 1
10. h: zz 0 .
5. h(z) = 3xze® ~! sur R, @ 5 sur [0, oo
6. i(x) = ﬁ sur R, 11. k:x— % sur |0, 400

Exercice 8.6. Calculer les intégrales suivantes :

1 Vi1
1. f4 ezﬁ dt,

2. f31|x2 — 2z|dz,
3. J= fO% cos?(t/2)dt et K = fog sin?(t/2)dt (calculer d’abord J + K et J — K).
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